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华罗庚的矩阵情结与矩阵“打洞”技术的应用
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摘要:在回顾华罗庚的数学研究与其一生的矩阵情结的关系的基础上,重点探讨了极具中国传统文化特色的矩

阵打洞技术对矩阵理论研究与教学的深刻影响. 注意到矩阵打洞技术在近年来考研试题的广泛应用,指出 “打
洞”的反向 ———“补洞”技术是解决一些难题的强有力工具. 将打洞与补洞有机结合,对全面理解运用华罗庚学

派的矩阵理论及应用是很有意义的.
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Abstract: On the basis of reviewing the relationship between Hua Loo-Keng’s mathematical research and strong
complex of matrix,this paper focuses on the profound influence of matrix hole drilling technology with Chinese
traditional culture characteristics on the research and teaching of matrix theory. With the wide use of matrix hole-
drilling technology in the postgraduate entrance examination questions in recent years,the reverse “Hole Filling”
technology of “Hole Drilling” is pointed out to solve some difficult problems. Combining the “Hole Drilling”and
“Hole Filling” technology organically will be significant to understand and apply the matrix theory of Hua
system.
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1　 华罗庚的矩阵情结

华罗庚(1910—1985)是被学界公认的新中国数学的奠基人,是 2009 年被认定的“100 位新中国成立

以来感动中国人物”,是蜚声中外的数学家. 在中国的广袤土地上,到处都留有他推广优选法与统筹法的



艰辛足迹,不愧被誉为“人民的数学家”. 华罗庚先生“在学术上洞察之深、选材之妙、加工之巧、表达之神,
确为深入浅出之典范、造诣精深之楷模,足以堪称是世界上伟大的数学家” [1] .

华罗庚在解析数论、矩阵几何学、典型群、自守函数论、多复变函数论、偏微分方程、高维数值积分和应

用数学等领域均取得具有世界影响的杰出成就[2] . 华罗庚曾说:“国外把我说(骂)成是玩矩阵的魔鬼,
……,表面上你看我搞的多复变函数、偏微分方程,实际上骨子里还是我的矩阵技巧” [3-4] . 作为华罗庚的

学生兼助教的著名数学家徐利治先生回忆说:“华先生很重视做学问需要有看家工夫,……. 据华罗庚所

说,他的扎实的看家工夫,主要来源于三部经典著作:一是克里斯托尔(G Chrystal) 的《代数学》,二是兰道

(E Landau) 的《数论教程》(三大卷),三是特恩波尔(W H Turnbull)与爱德肯(A C Aitken)合著的《标准

矩阵论》……,而《标准矩阵论》虽是一本薄薄的书,却是帮助他后来完成矩阵几何和复分析的巨大研究成

果的基本工具. ”“华先生操作矩阵运算就像是摆弄普通数字那样得心应手,因而能顺捷地得到了矩阵几

何等方面的一系列极为优美的构造性成果,而为数学界所称道. ” [5]1959 年考进中国科技大学数学专业的

冯克勤教授,做了两年的华罗庚的研究生,他回忆说道:“华罗庚多次对我们讲,他花了整整两年去念了

Weyl 的《群表示论》一书,一直到他认为真正念懂了,并且化成了自己的语言———矩阵,然后将其作为工具

研究多复变函数,写了《典型域上调和分析》一书. ” “华罗庚用纯熟的矩阵为工具,使他在数学的多个领

域中都取得国际水平的成就,并使研究工作有他自己的特点. ” [6] 华罗庚主持的一个“不等式”讨论班,大
家共同讨论 RICHARD B[7]当时刚出版的一本关于不等式的书. 在讨论班第一次课上,他说:“我叫你们念

这本书是因为我不认为这本书写得很好. ”他认为,用他精湛的矩阵技巧可以更系统地整理此书中许多矩

阵不等式,将其归结于少数手段,使书中的内容看起来非常简单[6] .
王元教授谈到华罗庚的深厚的矩阵功底时说:“虽然他已是著名的数论学家,但仍然结束了数论研

究,另起炉灶,将矩阵几何、自守函数、典型群与多复变函数论放在一起研究,目标为将代数学与函数论的

一些经典结果推广到矩阵空间. 这一研究是将矩阵看成点的推广,需要不同的工具与方法. 这就使他的数

学研究出现了新局面. ” [8]

1930 年春,年少的华罗庚在上海《科学》杂志上发表的《苏家驹之代数的五次方程式解法不能成立之

理由》轰动数学界. 华罗庚在文章中指出苏的论文有一个 12 阶行列式计算错了[9] . 同年,清华大学数学系

主任熊庆来了解到华罗庚的自学经历和数学才华后,打破常规,让华罗庚进入清华大学图书馆担任馆员.
综上可见,华罗庚对矩阵理论及其方法,有着惊人的透彻的把握、巧妙准确的应用能力. 他与矩阵有着

长久深厚的情结,由此形成了独具特性的研究方法. 正如文献[4]说“矩阵技巧是华罗庚学派的基本手法

和招数之一. ”
矩阵理论虽然不是华罗庚的主要研究领域,但他纯熟的手法、透彻的直觉,把矩阵理论及方法应用到

了极致. 当然,他也在矩阵理论上有过贡献. 在多复变分析的研究中,华罗庚(1955 年)发现了一个矩阵恒

等式,在此基础上,他给出了一个行列式不等式. 这个结果最先发表在国内的《数学学报》,英文稿 1963 年

发表在《Transl Amer Math Soc》 [10-12] . 文章一发表就引起矩阵界的极大关注. 著名数学家陈省身很快给出

了高度的评价[13],MARCUS M,BELLMAN R,ANDO T 等线性代数界名家介入了进一步的研究[14-16],因此

也被称为“Hua-Marcus-Bellman-Ando inequalities” [11] . 至今 60 多年,该不等式仍然是被关注的热点研究问

题(见文献[11,17-30]),这是很少见的现象. 华罗庚不顾年老,在一生的最后三年时间里,以矩阵的特征

值为基本工具,完成了经济领域最优化理论(见文献[31-32]),这些成果一直被当代人继续研究(见文献

[33-34]).
如同冯克勤教授所说:“这一切表示出华罗庚的数学研究有一种鲜明的个性,具有从庞杂中看透本质

的深刻洞察能力和一种数学大家的风范,体现着勇攀高峰的强烈创新精神. 这种风格深深地影响了下几代

而形成‘中国学派’. ” [6]这其中华罗庚对矩阵的情结和熟练运用是一个重要的组成部分.

2　 华罗庚与矩阵打洞技术

华罗庚又是一位优秀的教育家. 1958 年中国科技大学成立,华罗庚亲手创办了数学系,他是中国科学

技术大学的数学系首任主任,给大学生上专业基础课[35] . 现任中国科学院院长、原任中国科技大学校长侯

建国说道:“建校初期,华罗庚、吴有训、严济慈等老一辈科学家、教育家就身体力行,亲身为本科生讲授基

础课. 他们以渊博的学识、精湛的讲课艺术、高尚的师德,带出一批又一批杰出的年轻教员,培养了一届又
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一届优秀学生. ” [36]华罗庚的教学风格和方法,不仅使学生终身受益,而且具有鲜明的独特个性,给中国的

大学基础课教学留下了宝贵的财富,其中矩阵打洞技术就是重要内容之一.
华罗庚的助教李炯生教授在文献[37-38]中明确指出“所谓矩阵打洞是指,把矩阵分块,然后经过适

当地变换,使所得到的矩阵在某些指定的块为零子矩阵”. 许以超教授说:“打洞是矩阵计算中的最基本的

技巧” [39] . 由于华罗庚及其弟子的辛勤努力,特别是华罗庚的深厚的中国传统文化底蕴,数学人将在中国

民间流传已久的“龙生龙,凤生凤,老鼠的儿子会打洞”俗语,改造成形象生动、易懂易记的“龙生龙,凤生

凤,华罗庚的弟子会打洞”口诀式的说法. 经过几代人的实践和交流,矩阵打洞技术已在中国的线性代数

研究和教学中有了响亮的名称,已成为具有中国特色的矩阵技术. 这和华罗庚对矩阵深厚的把握能力有着

密切的关系.
本文约定 P 为任意数域,ℂ与ℝ分别为复数域、实数域,Pn×n 为 P 上 n × n 阶矩阵集合,I(In) 为(n × n

阶) 单位矩阵. 分别记P上矩阵A的秩、转置、行列式及最小多项式为 r(A)、AT、 A 、mA(x) . Pn 为P上 n维
列向量的集合. 设 On×n 为 n × n 正交矩阵的集合,记 i = - 1 ∈ ℂ .

命题 1[37-38] 　 设 A ∈ Pr×r 可逆,B ∈ Pr×(n-r),C ∈ P(n-r) ×r,D ∈ P(n-r) ×(n-r),则有
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命题 1 即 Schur 公式是四分块矩阵的初等变换基本形式.
徐利治教授主编的《大学数学解题诠释》 的第3篇《线性代数》 是由李炯生教授编写的,用2节共26个

印刷页的篇幅(其中第 3. 4 节矩阵打洞与行列式计算,第 3. 5 节矩阵打洞与矩阵的秩),不仅给出了矩阵打

洞的理论依据(见命题 1),而且分别以例 3. 4. 1 ~ 3. 4. 27、例 3. 5. 1 ~ 3. 5. 23 为例具体展示“矩阵打洞是

线性代数和矩阵论中一种重要的技巧,不论在解题或者证明定理时都有着广泛应用” [40] . 这是文献[37]
的进一步扩展. 文献[4,37-44] 等表明,矩阵“打洞” 技巧在高等代数、线性代数的教与学中起着重要作用.
文献[45-49] 显示了矩阵打洞在学术研究中的价值. 上述文献的矩阵打洞方法均以四分块矩阵为主. 实际

上矩阵打洞对任意分块矩阵也是有用的工具. Y. Tian 和 Styan 给出了三个幂等矩阵和的秩等式,并且指出

k( > 3) 个幂等矩阵和的秩等式是一个公开问题[50];文献[51] 应用任意分块矩阵的打洞方法得到的命题

2,对公开问题[50] 的解决起了重要作用.
命题 2[51] 　 设 Ai ∈ ℂ n×m,i = 1,2,…,k,则有

r ∑
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则有

GAS = diag A1,A2,…,An, - ∑
k

i = 1
Ai . (2)

由式(2) 可知,r(A) = ∑
k

i = 1
r(Ai) + r ∑

k

i = 1
Ai ,由此知式(1) 成立. 证毕.
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后继的文献[52] 沿用命题 2 及其矩阵打洞技术,得到了三幂等矩阵的相近结果.

3　 矩阵打洞及其在考研试题中的应用

近年来与矩阵打洞技巧相关的题目在硕士研究生入学试题中经常可见.

例 1[53] 　 1)(2020 年中国科学院大学) 设 A、B ∈ ℝ n×n,则
A B
- B A

= A + iB A - iB .

2)(2015 年武汉大学)　 ⅰ) 证明
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的逆.

3)(2011 年湖南大学) 设 AT = A,b ∈ ℝ n,若 A - bbT 正定,则 A 正定且 bTA -1b < 1.
4)(2018 年厦门大学) 设 A、B ∈ Pn×n,且 A2 = A,B2 = B,试证明

r(A - B) = r(A - AB) + r(B - AB) .

5)(2007 年南开大学) 设 A,B 为实正定矩阵,对任意 C ∈ ℝ n×n,求 r
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6)(2012 年北京大学)　 i) 若 A 可逆,AB = BA. 证明
A B
B A

= A2 - B2 ;

ⅱ) 若 A 不可逆,AB = BA,结论是否成立?
ⅲ) 如果 A 可逆,AB = BA 不成立,结论如何?
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易得 2) 要求的逆矩阵.
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和 A - bbT 正定,知 A 正定且 3) 成立.

由 4) 知 AB - B = (A - B)B,A - AB = A(A - B),A(A - B)B = A2B - AB2 = 0, 可对
A - B AB - B
A - AB 0

æ

è
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ø
打洞得 diag(A - B,0);从
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得 4) 成立.

从对
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- CT B
æ

è

ö

ø
合同打洞得 diag(A,B + CTA -1C),可得 5) 的结论 r
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的 ⅲ) 未必成立.
例 2 　 求下列矩阵的行列式[53-54](分别是 2010 年南京大学、2019 年兰州大学、2013 年中国科学院大

学、2010 年上海交通大学、2012 年上海大学、2019 年福州大学考研试题)

A =

1 + a2
1 a1a2 … a1an

a2a1 1 + a2
2 … a2an

︙ ︙ ︙
ana1 ana2 … 1 + a2

n

æ

è

ö

ø

,　 G =

a2
1 a1a2 + 1 … a1an + 1

a2a1 + 1 a2
2 … a2an + 1

︙ ︙ ︙
ana1 + 1 ana2 + 1 … a2

n

æ

è

ö

ø

,　

4 北华大学学报(自然科学版) 第 24 卷



B =

1 + a1 + b1 a1 + b2 … a1 + bn
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令 α = (a1,a2,…,an) T,则 A = I + ααT;由
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I - α
αT 1

æ

è

ö

ø
=

I - α
0 1 + αTα

æ

è

ö

ø
,　

I α
0 1

æ

è

ö

ø

I - α
αT 1

æ

è

ö

ø
= I + ααT 0

αT 1
æ

è

ö

ø

得 I + ααT = A = 1 + ∑
n

i = 1
a2
i .

设F = eeT - I,e = 1,1,…,1( ) T,α = (a1,a2,…,an) T,得 F = ( - 1) n-1(n - 1),F -1 = 1
n - 1

(eeT - (n

- 1)I) 且 G = F + ααT . 由命题 1 可知

I 0
- αTF -1 1

æ

è

ö

ø

F - α
αT 1

æ

è

ö

ø
=

F - α
0 1 + αTF -1α

æ

è

ö

ø
,

I α
0 1

æ

è

ö

ø

F - α
αT 1

æ

è

ö

ø
= F + αTα 0

αT 1
æ

è

ö

ø
,

这样

G = F (1 + αTF -1α) = F + ααT = ( - 1) n-1 (n - 1) + ∑
n

i = 1
ai

2
- (n - 1)∑

n

i = 1
a2
i .

设 B = In + PQ,其中,P =
a1 a2 … an

1 1 … 1
æ

è

ö

ø

T

,Q =
1 1 … 1
b1 b2 … bn

æ

è

ö

ø
. 由

In 0
- Q I2

æ

è

ö

ø

In - P
Q I2

æ

è

ö

ø
=

In - P
0 I2 + QP

æ

è

ö

ø
,

In P
0 I2

æ

è

ö

ø

In - P
Q I2

æ

è

ö

ø
=

In + PQ 0
Q I2

æ

è

ö

ø

得

B =
1 + ∑

n

i = 1
ai n

∑
n

i = 1
aibi 1 + ∑

n

i = 1
bi

= 1 + ∑
n

i = 1
ai 1 + ∑

n

i = 1
bi - n∑

n

i = 1
aibi .

　 　 例 2 涉及的行列式结构虽然相近,但结果有较大差别,但都可用矩阵打洞的方法来解决.
下面的命题 3 在目前教材上不太常见,也是 2018 年福州大学考研试题. 文献[55-56] 给出的证法是有

代表性的,文献[57] 的挑战题即为其变形. 文献[55-57] 基本上要用到目前多数教材没有涉及到的

Cauchy-Binet 公式.
命题3 　 设A为秩为 r的 n阶实对称矩阵,证明:1)A有 r阶主子式不为零;2)A的 r阶非零主子式皆同

号.
证明:1) 设 AT = A = (α1,α2,…,αn),由 r A( ) = r可设 αi1,αi2,…,αir 为 A的列向量组的极大无关组,

通过对 A 的列的初等变换,即有可逆矩阵 P 使得 AP = (αi1,αi2,…,αir,0,…,0),再设 PTAPS =
A1 0
A2 0

æ

è

ö

ø
,

A1 是由 A 的第 i1,i2,…,ir 行与列构成的 r 阶主子矩阵. 注意 PTAP 是对称的,可得

PTAP = diag(A1,0),　 r(A) = r = r(A1),　 A1 ∈ ℝ r×r . (3)

2) 若 B1 是由 A 的第 j1, j2,…, jr 行与列构成的 A 的 r 阶主子矩阵, B1 ≠0,类似知有

QTAQ = diag(B1,0),　 r A( ) = r B1( ) = r,　 B1 ∈ ℝ r×r,　 Q 可逆 . (4)

由式(3) ~ (4) 知 A1、B1 合同,因此 A1 与 B1 是同号的. 证毕.
命题3 虽然不能像命题1、例1 和例2 那样写出打洞所用的广义初等矩阵[41],但是可能比文献[55-57]
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解答要直观些.
与矩阵打洞技术相关的考研题目的多样性,表明这个矩阵方法应用的广泛前景. 当然,相对于矩阵的

行列式、矩阵的秩、矩阵的等价、矩阵的合同、矩阵的相似等不同的要求,选择适当的打洞时用到的广义初

等矩阵是重要的.

4　 矩阵补洞及其应用

命题 4　 设 A ∈ Pn×n 可逆,B ∈ Pn×t,C ∈ Pk×n,D ∈ Pk×t . 则

In 0
CA -1 Ik

æ

è

ö

ø

A B
0 D - CA -1B

æ

è

ö

ø
= A B

C D
æ

è

ö

ø
,

A 0
C D - CA -1B

æ

è

ö

ø

In A -1B
0 It

æ

è

ö

ø
= A B

C D
æ

è

ö

ø

In 0
CA -1 Ik

æ

è

ö

ø

A 0
0 D - CA -1B

æ

è

ö

ø

In A -1B
0 It

æ

è

ö

ø
= A B

C D
æ

è

ö

ø
.

由命题 1 和分块矩阵初等变换的逆矩阵性质容易证明命题 4 的结论.
文献[4,37-41,43-49] 等基本遵循命题 1,用初等变换得“有洞” 的分块矩阵. 由于初等变换是可逆的,

所以也可对“有洞” 的分块矩阵用命题 4 进行“补洞” . 命题 4 是“补洞” 的理论依据,在具体实施中可能难

度要比直接“打洞” 高一些,怎样选择 A、B、C、D 是关键.
命题 5　 设 A ∈ Pn×n,l、t ∈ P 且 l ≠ t,则

r(A - lI) + r(A - tI) = n + r(A - lI)(A - tI) (5)

= n + r(A2 - aA + bI),　 l ≠ t,　 a = l + t,　 b = lt . (6)
证明:设广义初等矩阵

P1 = I - I
0 I

æ

è

ö

ø
, P2 =

I 0
1

l - t
(A - tI) I

æ

è

ö

ø

, Q1 = I 0
I I

æ

è

ö

ø
, Q2 =

I - 1
l - t

(A - tI)

0 I

æ

è

ö

ø

,

由

P2P1
A - lI 0

0 A - tI
æ

è

ö

ø
Q1Q2 =

- ( l - t)I 0

0 - 1
l - t

(A - lI)(A - tI)

æ

è

ö

ø

即知式(5) 成立. 由(A - lI)(A - tI) = A2 - ( l + t)A + ltI 即有式(6) 成立. 证毕.
如何应用矩阵补洞技术,近年来考研试题也出现了不少相关的题目.
例 3[53] 　 (2015 年中国科学院大学、2013 年北京工业大学试题)
1) 若 A ∈ ℂ n×n且 A2 = - I,则 r(A + iI) 与 r(A - iI) 满足什么关系?
2) 设 A∈ℝ n×n,且 A2 + 2A = 3I. 证明 r(A - I) + r(A + 3I) = n且 A可对角化,同时 A可以表示成两

个可逆的实对称矩阵的乘积.
从 A2 = - I⇔A2 + I = (A + iI)(A - iI) = 0 和式(5)、(6) 知 r(A + iI) + r(A - iI) = n.
由 A2 + 2A - 3I = (A - I)(A + 3I),应用式(5)、(6) 知 r(A - I) + r(A + 3I) = n.
从 mA(x) | (x2 + 2x - 3) 知mA(x) 无重根,因此A可对角化,即有Q使得A = Qdiag(Ir, - 3In-r)Q

-1,
r = r(A + 3In) . 由 B = (Q -1) Tdiag(Ir, - 3In-r)Q

-1,C = QQT 都是可逆的实对称矩阵且 A = CB. 这就是 2)
要求的结论.

当 n 阶矩阵 A2 = A时,有熟的知秩等式 r(A) + r(A - I) = n;当 A2 = I时,r(A - I) + r(A + I) = n,在
近年的考研试题中,有了更高要求的趋势.

例 4[53] 　 2010 年华中师范大学、2017 年兰州大学、2009 年上海大学、2018 年上海交通大学考研试题,
都是对 n 阶方阵 A 设计的,分别要求:

1) 若 k≠0,则A2 = kA当且仅当 r(A) + r(A - kI) = n;2) 证明A满足A2 + 2A - 3I = 0 的充要条件是

r(A - I) + r(A + 3I) = n;3) 证明 A2 = 2I - A当且仅当 r(A + 2I) + r(A - I) = n;4) 证明 A2 = - I⇔r(A +
iI) + r(A - iI) = n.
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分别从 A2 - kA = A(A - kI) = 0,A2 + 2A - 3I = (A - I)(A + 3I) = 0,A2 + A - 2I = (A + 2I)(A - I)
= 0,A2 + I = (A + iI)(A - iI) = 0,由式(5)、(6) 就可得相应结论.

作为命题 5 的应用,可给出很有用的正交矩阵的性质.
命题 6　 设 A ∈ On×n 的正、负实特征值的个数分别为 t、s,非实成对共轭特征值有 k 对,则

r(A - I) + r(A + I) = n + r(A2 - I) ; (7)

t = n - r(A - I),　 s = n - r(A + I),　 k = 1
2
r(A2 - I);　 n = t + s + 2k . (8)

证明:由式(5) ~ (6) 可得式(7) . 从文献[58] 或文献[59] 可得

QTAQ = diag(It, - Is,W1,…,Wk),　 Wj =
a j b j

- b j a j

æ

è

ö

ø
,　 a2

j + b2
j = 1,　 b j ≠0,　 1 ≤ j ≤ k . (9)

当AT ≠A时,从式(9) 知 k≥1,QT(A - I)Q = diag(0 t, - 2Is,W1 - I2,…,Wk - I2);QT(A + I)Q = diag(2It,
0,W1 + I2,…,Wk + I2),所以 Wj ± I = 2(1 ±a j) > 0,这样由式(7)、(9) 得 r(A - I) = s + 2k = n - t,r(A

+ I) = t + 2k = n - s,同时 k = 1
2
(n - t - s) = 1

2
[ r(A - I) + r(A + I) - n] = 1

2
r(A2 - I),即式(8) 成立.

证毕.
文献[59-60] 指出 A ∈ O3×3 的 A = ( - 1) s,s 为其特征值 - 1 的重数. 由命题 6 可知

A = ( - 1) s = ( - 1) n-r(A+I),　 s 为 A ∈ On×n 特征值 - 1 的重数. (10)

命题 7 　 设 A、B ∈ On×n,则

A = B ( = - B )⇔n - r(A + B) 为偶(奇) 数 . (11)

证明:由 A = B ( = - B )⇔ A B -1 = 1( = - 1)⇔ AB -1 = 1( = - 1),从式(10) 知

A = B ( = - B )⇔ - 1 为 AB -1 的偶数(奇数) 重特征值 . (12)

由 r(A + B) = r(I + AB -1) 和式(6)、(8)、(10)、(12) 得 AB -1 = ( - 1) n-r(I+AB -1) = ( - 1) n-r(A+B),即
知式(11) 成立. 证毕.

命题 7 曾为同济大学的考研试题[54] .
命题 8　 设 A、B ∈ On×n,如果 r(A - B) 为奇数,则 A 与 B 不相似.
证明:从 r(A - B) = r(AB -1 - I) 为奇数和式(8) 知正交矩阵AB -1 的特征值 - 1 的重数 s = n - t - 2k

= r(AB -1 - I) - 2k 为奇数;由式(10) 可得 AB -1 = - 1( ) s = - 1,因此 A 与 B 不相似. 证毕.
设 A、B 均为 2022 阶正交矩阵,已知线性方程组 AX = BX的解空间的维数为 5(其中 X是 2022 维列向

量),问:A、B 是否相似,并证明你的结论.
这是 2022 年北京理工大学的考研试题,易知它是命题 8 中取 n = 2022 的具体应用.
2017 年华南理工大学和 2021 厦门大学的考研试题都曾有过[53]:设 f(x) 和 g(x) 是数域 P 上的多项

式,( f(x),g(x)) = 1,A ∈ Pn×n,证明 f(A)g(A) = 0 当且仅当 r( f(A)) + r(g(A)) = n.
文献[61] 对 diag( f(A),g(A)) 应用“补洞” 矩阵技巧,得到更一般的秩恒等式

r( f(A)) + r(g(A)) = r(d(A)) + r(m(A)) , (13)

其中式(13) 中 d(x)、m(x) 分别为 f(x) 与 g(x) 的最大公因式和最小公倍式.
华南理工大学和厦门大学的试题是秩恒等式(13) 中 d(x) = 1,m(x) = f(x)g(x) 的特例. 秩等式(13)

的应用可见文献[62-64] 等. 文献[65] 对 M = A ABC
CDA C

æ

è

ö

ø
应用命题 1 的打洞技术和自反广义逆、广义

Schur 补的性质得到秩等式:设 A ∈ Pm×n,C ∈ Pk×t,B ∈ Pn×k,D ∈ Pk×m,则

r(A) + r[(Ik - CDAB)C] = r(C) + r[(Im - ABCD)A] . (14)

文献[66] 对 diag(A,(Ik - CDAB)C) 应用 “补洞” 技术,再次得到式(14) .
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在秩等式(14) 中取C =D = In 可得2021年电子科技大学研究生入学试题[67] . 最近文献[68] 对三个矩

阵乘积的秩的 Frobenius 不等式给出的证法,实质上应用的就是命题 4 所描述的矩阵补洞的技术.
由上讨论可知,在重视通常的打洞技术的同时,再考虑补洞的必要性,这对全面准确的理解运用华罗

庚学派的具有中国文化特色矩阵理论和方法是很有意义的.
将思政元素融入到专业课堂教学中,这方面的理论研究已经引起重视[69-71],根据高等代数课程特点

融入中国元素的教学内容是很有意义的事情. 由本文的讨论可知,华罗庚的矩阵情结,他和他的弟子提出

的矩阵打洞技术,如同文献[4] 所说这是“矩阵计算中最基本的技巧,也是最重要、最有用的技巧”,是一个

结合具体教学内容的很好的切入点,对提高教学效果是很有意义的.
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散引起的 Turing 不稳定性;其次,利用 Crandall-Rabinowitz 局部分支理论,给出简单特征值处的分支结构;最后,
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Qualitative Analysis of Autocatalytic Diffusion Model
with Reversibility Effect
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Abstract: An autocatalytic diffusion model with reversibility effect is studied under homogeneous Neumann
boundary conditions. Firstly, the Turing instability caused by diffusion is established by the stability theory.
Secondly,Crandall-Rabinowitz local bifurcation theory is used to establish the bifurcation structure at simple
eigenvalues. The techniques of spatial decomposition and implicit function theorem are adopted to prove the
existence of steady-state bifurcation at double eigenvalues.
Key words: autocatalytic model;Turing instability;steady-state bifurcation

0　 引　 　 言

自催化反应中反应物和生成物的动态变化一直是国内外学者关注的焦点问题,了解自催化反应的动

力学性质,对 DNA 的复制、化学振荡和斑图动力学等问题的研究具有重要作用. 1979 年,Schnackenberg[1]

提出一类自催化系统,其反应机制为

A↔U, U + 2V↔3V, V → P , (1)

其中A、U、V和P分别为反应物和生成物. 为探究化学反应中丰富的空间模式,众多学者致力于研究具有扩

散项的系统(1),但大多仅针对系统(1) 的单向反应系统或含有一个可逆的反应系统 A↔U,如文献[2-6] .
事实上,自催化反应中U + 2V↔3V才是系统(1) 的关键反应,文献[7] 研究了单向自催化反应系统U + 2V



→3V 正平衡点的稳定性和非常数稳态解的存在性. 目前,对含有关键可逆项的研究大多关注的是系统的

稳定性和极限环问题. 为探索关键可逆反应更多的动力学行为,文献[8] 在文献[7] 的基础上,研究了具

有关键可逆项的自催化系统 U + 2V↔3V 的 Hopf 分支,无量纲化的微分方程模型为

ut - d1Δu = a - uv2 + cv3,　 x ∈ Ω,

vt - d2Δv = uv2 - cv3 - bv, x ∈ Ω,
∂νu = ∂νv = 0, x ∈ ∂Ω,

ì

î

í (2)

其中:u和 v分别为关键物质U和 V的无量纲浓度;d1 和 d2 分别为关键物质U和 V的扩散系数,a、b、c、d1、d2

均为正常数;ν 表示单位外法向量;Δ 为拉普拉斯算子.
Turing 不稳定性是指均匀空间的稳态解在扩散空间中可能失稳,并产生非均匀的斑图. 此结论被广泛

应用到生物、化学和物理等领域,如 Sel’kov 反应扩散系统[9-10] 和自催化扩散系统[11-12] 等. 本文将在文献

[8] 的基础上进一步探究系统(2) 在齐次 Neumann 边界下的 Turing 不稳定性和稳态分支. 由文献[8] 可

知,系统存在惟一的正平衡点(u∗,v∗),其中

u∗ = b3 + a2c
ab

,　 v∗ = a
b
.

1　 Turing 不稳定性

本节,讨论系统(2) 在扩散影响下产生的 Turing 不稳定性.
在齐次 Neumann 边界条件下,算子 - Δ的特征值 λk 满足 0 = λ0 < λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 ≤…,具有多重度 nk

≥1,特征值 λk 所对应的特征函数为 φkj(k, j ∈ ℕ ) . 在一维空间(0,L) 中,特征值

λk =
πk
L

æ

è

ö

ø

2

,　 k ∈ ℕ ,

对应的特征函数具有如下形式

φk =

1
L
,　 k = 0,

2
L

cos πkx
L

æ

è

ö

ø
,　 k > 0.

ì

î

í

假设

d2λ1 < b3 - a2c
b2 ,

那么存在一个最大正整数 k0 使得当 1 ≤ k ≤ k0 时满足 d2λk < (b3 - a2c) / b2 . 令

■d1 = ■d1(a,b,c,d1,d2,Ω) = min
1≤k≤k0

d1,k,

其中

d1,k =
a2(d2λk + b)

λk[b3 - a2c - b2d2λk]
,　 k ∈ ℕ .

定理 1　 设 b > a > c.
(ⅰ) 若 d2λ1 ≥(b3 - a2c) / b2 或 d2λ1 < (b3 - a2c) / b2 且0 < d1 < ■d1,则系统(2) 在正平衡点(u∗,v∗)

处局部渐近稳定;
(ⅱ) 若 d2λ1 < (b3 - a2c) / b2 且 d1 > ■d1,则系统(2) 在正平衡点(u∗,v∗) 处不稳定.
证明:系统(2) 在(u∗,v∗) 处的线性化系统为

ut

vt

æ

è

ö

ø
= L

u
v

æ

è

ö

ø
=

d1Δ - a2

b2
a2c - 2b3

b2

a2

b2 d2Δ + b3 - a2c
b2

æ

è

ö

ø

u
v

æ

è

ö

ø
.
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令(Φ,Ψ) 为 L 对应特征值 μ 的特征函数,即 L(Φ,Ψ) T = μ(Φ,Ψ) T,其中

Φ = ∑
¥

0≤k < ¥,1≤j≤nk

akjφ kj, Ψ = ∑
¥

0≤k < ¥,1≤j≤nk

bkjφ kj .

整理得

∑
¥

0≤k < ¥,1≤j≤nk

- a2

b2
- d1λ k - μ a2c - 2b3

b2

a2

b2
b3 - a2c

b2
- d2λ k - μ

æ

è

ö

ø

akj

bkj

æ

è

ö

ø
φ kj = 0 .

显然 L 的所有特征值可由方程 μ2 - Pkμ + Qk = 0(k ≥0) 的特征值给出,其中

Pk =
b3 - a2c - a2

b2
- (d1 + d2)λ k,

Qk = d1d2λ2
k + a2

b2
d2 + a2c - b3

a2 d1
é

ë

ù

û
λ k + a2

b
.

令 c0 = (b3 - a2) / a2 . 当 c > c0 时,对任意的 k≥0,都有 Pk < 0. 此时Qk 的符号对正平衡点(u∗,v∗) 的稳定

性起着关键作用,可通过 Qk 的符号来给出系统(2) 产生 Turing 不稳定的最优条件.
(ⅰ) 如果 d2λ1 ≥(b3 - a2c) / b2,Qk > 0,这意味着线性算子 L的所有特征值均具有负实部,那么正平

衡点(u∗,v∗) 局部渐近稳定. 如果 d2λ1 < (b3 - a2c) / b2 且0 < d1 < ■d1,那么,当1 ≤ k≤ k0 时 d1 < d1,k 且

d2λ k < (b3 - a2c) / b2,这意味着对任意的1≤ k≤ k0 都有Qk > 0. 当 k > k0 时,发现 d2λ k ≥(b3 - a2c) / b2,
所以仍然可以得到 Qk > 0. 因此,当 k ≥1 时,有 Qk > 0,此时正平衡点(u∗,v∗) 局部渐近稳定.

(ⅱ) 如果 d2λ1 < (b3 - a2c) / b2 且 d1 > ■d1,那么 d1,k 在 j∈[1,k0] 内存在最小值 d1,j,使得 d1 > d1,j,
这意味着 Q j < 0,因此正平衡点(u∗,v∗) 不稳定.

证毕.

2　 稳态分支

在一维空间(0,L) 中将变换(■u,■v)= (u - u∗,v - u∗) 代入系统(2),为方便计算仍用 u、v表示■u、■v,则系

统(2) 变为

- d1u″ = a - (u + u∗)(v + v∗) 2 + c(v + v∗) 3,　 x ∈ (0,L),
- d2u″ = (u + u∗)(v + v∗) 2 - c(v + v∗) 3 - bv - a,　 x ∈ (0,L),
u′ = v′ = 0,　 x = 0,L.

ì

î

í (3)

本节以 d1 为分支参数,讨论系统(3) 在(u∗,v∗) 处非常数正解的分支结构.
令

X = {(u,v):u,v ∈ W2,p[0,L),u′ = v′ = 0,x = 0,L},
Y = Lp(0,L) × Lp(0,L) .

定义映射 F:ℝ + × X → Y 为

F(d1,U) =
d1u″ + a - (u + u∗)(v + v∗) 2 + c(v + v∗) 3

d2v″ + (u + u∗)(v + v∗) 2 - c(v + v∗) 3 - bv - a
æ

è

ö

ø

, U = (u,v) .

显然(0,0) 是系统(3) 的惟一常数解,也是映射 F(d1,U) 的常数解,即 F(d1,(0,0)) = 0. F(d1,U) 关于 U
在(0,0) 处的 Freche’t 导数为

L(d1) = FU d1,(0,0)( ) =
d1Δ - a2

b2
a2c - 2b3

b2

a2

b2 d2Δ + b3 - a2c
b2

æ

è

ö

ø

.
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定理 2　 假设 d2λ1 < (b3 - a2c) / b2 .
(ⅰ) 对任意整数 k, j∈[1,k0],当 k≠ j时都有 d1,k ≠ d1, j,则(d1,k,(0,0)) 是方程 F(d1,U) = 0 的一

个分支点. 当 s 充分小时,方程 F(d1,U) = 0 存在一条非常数解曲线Γ1( s) = (d1( s),(u( s),v( s))),满足

d1(0) = d1,k,　 (u(0),v(0)) = (0,0),　 u( s) = sφk + o( s),　 v( s) = smkφk + o( s),

其中 d1( s)、u( s)、v( s) 是关于 s 的连续微分函数,且

φk =
2
L

cos(kx),　 mk =
a2

b2d2λk - b3 + a2c
.

(ⅱ) 假设存在一个正整数 k(≠ j) 使得 d1,k = d1, j = ■d1 . 令

mk =
a2

b2d2λk - b3 + a2c
,　 m∗

k = 2b3 - a2c
b3 - a2c - b2d2λk

,　 Φk =
1
mk

æ

è

ö

ø
φ k , (4)

A1 = - 2a
b
mk + 2a2c - b3

ab
m2

k,　 A2 = - 2a
b
(mk + m j) + 4a2c - 2b3

ab
mkm j , (5)

A3 = - 2a
b
m j +

2a2c - b3

ab
m2

j , (6)

X2 {(u,v) T ∈ X:∫L
0
(u + mkv)φ kdx = ∫L

0
(u + m jv)φ jdx = 0} . (7)

若当 j = 2k或 k = 2j时,1 + mkm∗
k ≠0,1 + m jm∗

j ≠0,则(■d1,(0,0)) 是方程 F(d1,U) = 0 的一个分支点. 当
ω - ω0 充分小时,方程 F(d1,U) = 0 存在一条非常数解曲线

Γ2(ω) = (d1(ω),s(ω)(cosωΦk + sinωΦj + W(ω))),

满足 d1(ω0) =■d1,s(ω0) = 0,W(ω0) = 0,其中 d1(ω)、s(ω)、W(ω) 是关于ω 的连续可微函数,这里ω0 满足

不等式

cosω0 ≠0,　 tan2ω0 ≠
A1(m∗

j - 1)k2

A2(m∗
k - 1) j2

, (8)

或

sinω0 ≠0,　 tan2ω0 ≠
A2(m∗

j - 1)k2

A3(m∗
k - 1) j2

. (9)

证明: (ⅰ) 由 Crandall-Rabinowitz分支定理[13] 可知,若(d1,k,(0,0)) 是分支点,则需满足以下条件:
(a)Fd1、FU 和 Fd1U 存在且连续;
(b)dimkerFU(d1,k,(0,0)) = co dimR(FU(d1,k,(0,0))) = 1;
(c) 若 kerFU(d1,k,(0,0)) = span{Φk},则 Fd1U(d1,k,(0,0))Φk ∉ R(FU(d1,k,(0,0))) .
由线性化算子

L(d1,k) = FU(d1,k,(0,0)) =
d1,kΔ - a2

b2
a2c - 2b3

b2

a2

b2 d2Δ + b3 - a2c
b2

æ

è

ö

ø

,

可知 Fd1、FU 和 Fd1U 是连续的. 条件(a) 满足.

当 ■d1 = d1,k 时,有 Qk = 0,则 kerL(d1,k) = span{Φk},其中

Φk =
1
mk

æ

è

ö

ø
φ k, mk =

a2

b2d2λ k - b3 + a2c
.
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因此 dimkerL(d1,k) = 1. L(d1,k) 的伴随算子为

L∗(d1,k) =
d1,kΔ - a2

b2
a2c - 2b3

b2

a2

b2 d2Δ + b3 - a2c
b2

æ

è

ö

ø

,

同理可得

kerL∗(d1,k) = span{Φ∗
k }, Φ∗

k =
1
m∗

k

æ

è

ö

ø
φ k,

其中 m∗
k = 2b3 - a2c

b3 - a2c - b2d2λ k

.

由 R(L) = (kerL∗)⊥ 可得 codimR(L(d1,k)) = dimkerL∗(d1,k) = 1. 条件(b) 满足.
经计算

Fd1U(d1,k,(0,0))Φk =
Δ 0
0 0

æ

è

ö

ø
Φk =

- mkλ kφ k

0
æ

è

ö

ø
,

且

〈Fd1U(d1,k,(0,0))Φk,Φ∗
k 〉 Y = - mkm∗

k λ k ≠0,

所以 Fd1U(d1,k,(0,0))Φk ∉ R(L(d1,k)) . 条件(c) 满足.

(ⅱ) 假设存在一个正整数 k(≠ j) 使得 d1,k = d1, j = ■d1,则有

kerL(■d1) = span{Φk,Φj}, kerL∗(■d1) = span{Φ∗
k ,Φ∗

j },
且

R(L(■dk)) = {(u,v) T ∈ Y:∫L
0
(u + m∗

k v)φ kdx = ∫L
0
(u + m∗

j v)φ jdx = 0},

这意味着 dimkerL(■d1) = codimR(L(■d1)) = 2. 此时(ⅰ) 中的条件(b) 不满足,Crandall-Rabinowitz分支理

论不再适用. 下面采用空间分解技术和隐函数定理来完成双重特征值处稳态分支的证明.
把映射 F(d1,U) 的线性部分和非线性部分分解为

F(d1,U) =
d1u″ + a - u + u∗( ) (v + v∗) 2 + c(v + v∗) 3

d2v″ + (u + u∗)(v + v∗) 2 - c(v + v∗) 3 - bv - a
æ

è

ö

ø

= L(d1)
u
v

æ

è

ö

ø
+

g1(u,v)
g2(u,v)

æ

è

ö

ø
,

其中 g2(u,v) = - g1(u,v),且

g1(u,v) = - 2a
b
uv + 2a2c - b3

ab
v2 - uv2 + cv3 + O u v 3, v 4( ) .

把 X 分解为 X = X1 ■ X2,其中 X1 = span{Φk,Φj},X2 已在式(7) 中被定义.下面寻找方程 F(d1,U) = 0 形如

U = s(cosωΦk + sinωΦj + W),　 W = (w1,w2) T ∈ X2

的解,其中 s、ω ∈ ℝ是参数. 在 Y 上定义算子 P:

P
u
v

æ

è

ö

ø
= 1
1 + mkm∗

k
∫L
0
(u + m∗

k v)φ kdx Φk + 1
1 + m jm∗

j
∫L
0
(u + m∗

j v)φ jdx Φj .

显然,R(P) = span{Φk,Φj} = X1 ⊂ Y且 P2 = P. 由于 P是从 Y到 X1 的一个映射,故可将 Y分解为 Y = Y1 ■

Y2,其中 Y1 = R(P) = X1,Y2 = ker(P) = R(L(■d1)) .
固定 ω0 ∈ ℝ ,定义非线性映射 K(d1,s,W;ω):ℝ + × ℝ × X2 × (ω0 - δ,ω0 + δ) → Y 为

K(d1,s,W;ω) = s -1F(d1,s(cosωΦk + sinωΦj + W)) =
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L(d1)(cosωΦk + sinωΦj + W) + s
■g1

■g2

æ

è

ö

ø
,

其中 ■g2 = - ■g1 且

■g1 = - 2a
b
(cosωφ k + sinωφ j + w1)(mkcosωφ k + m jsinωφ j + w2) +

2a2c - b3

ab
(mkcosωφ k + m jsinωφ j + w2) 2 + Ο( s ) .

显然 K(■d1,0,0;ω0) = 0. K(d1,s,W;ω) 在(■d1,0,0;ω0) 处关于(d1,s,W) 的 Freche’t 导数为

K(d1,s,W)(■d1,0,0;ω0)(d1,s,W) = L(■d1)W - d1λ kcosω0

φ k

0
æ

è

ö

ø
- d1λ jsinω0

φ j

0
æ

è

ö

ø
+

sA1cos2ω0

φ2
k

- φ2
k

æ

è

ö

ø

+ sA2sinω0cosω0

φ kφ j

- φ kφ j

æ

è

ö

ø
+ sA3sin2ω0

φ2
j

- φ2
j

æ

è

ö

ø

,

其中 A1、A2、A3 在式(5) 和式(6) 中给出.
作分解

φ k

0
æ

è

ö

ø
= p1Φk +

u1

v1

æ

è

ö

ø
,　

φ j

0
æ

è

ö

ø
= p2Φj +

u2

v2

æ

è

ö

ø
,

其中

u1

v1

æ

è

ö

ø
=

1 - p1

- p1mk

æ

è

ö

ø
φ k,　 p1 = 1

1 + mkm∗
k

≠0,

u2

v2

æ

è

ö

ø
=

1 - p2

- p2m j

æ

è

ö

ø
φ j,　 p2 = 1

1 + m jm∗
j

≠0.

显然

u1

v1

æ

è

ö

ø
,

u2

v2

æ

è

ö

ø
∈ Y2 .

下面,分 j = 2k 和 k = 2j 两种情形来讨论.
情形 1. 　 当 j = 2k 时,有

∫L
0
φ2

kφ jdx = 1
2L

,　 ∫L
0
φ kφ2

j dx = 0,　 ∫L
0
φ3

kdx = ∫L
0
φ3

j dx = 0,　 ∫L
0
φ2

kdx = ∫L
0
φ2

j dx = 1,

则

φ2
j

- φ2
j

æ

è

ö

ø

∈ Y2 .

进一步分解

φ2
k

- φ2
k

æ

è

ö

ø

= p3Φj +
u3

v3

æ

è

ö

ø
,　

φ kφ j

- φ kφ j

æ

è

ö

ø
= p4Φk +

u4

v4

æ

è

ö

ø
,

其中

u3

v3

æ

è

ö

ø
=

- φ2
k - p3φ j

φ2
k - p3m jφ j

æ

è

ö

ø

∈ Y2,　 p3 = 1
2L

m∗
j - 1

m jm∗
j + 1

≠ 0,

u4

v4

æ

è

ö

ø
=

- φ kφ j - p4φ k

φ kφ j - p4mkφ k

æ

è

ö

ø
∈ Y2,　 p4 = 1

2L
m∗

k - 1
mkm∗

k + 1
≠ 0.

　 　 设 K(d1,s,W)(d1,0,0;ω0)(d1,s,W) = ψ1 + ψ2,其中
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ψ1 = ( - d1p1λ kcosω0 + sp4A2cosω0sinω0)Φk + ( - d1p2λ jsinω0 + sp3A1 cos2ω0)Φj ∈ Y1,

ψ2 = L(■d1)W - d1λ kcosω0

u1

v1

æ

è

ö

ø
- d1λ jsinω0

u2

v2

æ

è

ö

ø
+ sA1cos2ω0

u3

v3

æ

è

ö

ø
+ sA2sinω0cosω0

u4

v4

æ

è

ö

ø
+

　 　 sA3sin2ω0

φ2
j

- φ2
j

æ

è

ö

ø

∈ Y2 .

令 K(d1,s,W)(■d1,0,0;ω0)(d1,s,W) = 0,则有

( - d1p1λ kcosω0 + sp4A2cosω0sinω0)Φk + ( - d1p2λ jsinω0 + sp3A1 cos2ω0)Φj = 0,

L(■d1)W - d1λ kcosω0

u1

v1

æ

è

ö

ø
- d1λ jsinω0

u2

v2

æ

è

ö

ø
+ sA1cos2ω0

u3

v3

æ

è

ö

ø
+ sA2sinω0cosω0

u4

v4

æ

è

ö

ø
+

　 sA3sin2ω0

φ2
j

- φ2
j

æ

è

ö

ø

= 0.

ì

î

í (10)

由式(8) 和式(10) 中的第1个等式知,d1 = 0,s = 0. 将结果代入第2个等式得W = 0,这表明K(d1,s,W)(■d1,0,
0;ω0) 是一个单射.

对任意的(u v) T ∈ Y,需有(d1,s,W) ∈ X 使得

K(d1,s,W)(■d1,0,0;ω0)(d1,s,W) =
u
v

æ

è

ö

ø
. (11)

由 Y 的分解可知,存在 α、β ∈ ℝ和(u0,v0) T ∈ Y2 使得

u
v

æ

è

ö

ø
=

u0

v0

æ

è

ö

ø
+ αΦk + βΦj,

将上述等式代入式(11) 得

- d1p1λ kcosω0 + sp4A2cosω0sinω0 = α,
- d1p2λ jsinω0 + sp3A1cos2ω0 = β,

L(■d1)W - d1λ kcosω0

u1

v1

æ

è

ö

ø
- d1λ jsinω0

u2

v2

æ

è

ö

ø
+ sA1cos2ω0

u3

v3

æ

è

ö

ø
+ sA2sinω0cosω0

u4

v4

æ

è

ö

ø
+

　 　 sA3sin2ω0

φ2
j

- φ2
j

æ

è

ö

ø

=
u0

v0

æ

è

ö

ø
.

ì

î

í (12)

由式(8) 可得

d1 = d̂1
αp3A1cosω0 - βp4A2sinω0

p2p4λ jA2 sin2ω0 - p1p3λ kA1 cos2ω0

,

s = ŝ
αp2λ jsinω0 - βp1λ kcosω0

cosω0[p2p4λ jA2 sin2ω0 - p1p3λ kA1 cos2ω0]
.

将 d̂1、ŝ 代入式(12) 的第 3 个等式得

L d̂1( ) W =
u0

v0

æ

è

ö

ø
+ d̂1λ kcosω0

u1

v1

æ

è

ö

ø
+ d̂1λ jsinω0

u2

v2

æ

è

ö

ø
- ŝA1cos2ω0

u3

v3

æ

è

ö

ø
-

ŝA2sinω0cosω0

u4

v4

æ

è

ö

ø
- ŝA3sin2ω0

φ2
j

- φ2
j

æ

è

ö

ø

■u
■v

æ

è

ö

ø
∈ Y2,

这意味着
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W = L -1 ■u
■v

æ

è

ö

ø
∈ Y2 .

此时

(d1,s,W) = d̂1,ŝ,L
-1 ■u

■v
æ

è

ö

ø

æ

è

ö

ø

满足式(11),这表明 K(d1,s,W)(■d1,0,0;ω0) 是满射.
综上,映射K(d1,s,W;ω) 是一个同构映射. 由隐函数定理可知,当 ω - ω0 充分小时,方程F(d1,(u,

v)) = 0 存在一条非常数解曲线(d1(ω),s(ω),W(ω)),其中 d1(ω)、s(ω)、W(ω) 是关于 ω 的连续可微函

数且满足 d1(ω) =■d1,s(ω0) = 0,W(ω0) = 0. 因此 F(d1,(u,v)) = 0 的非常数解为(d1(ω),s(ω)(cosωΦk +
sinωΦj + W(ω))) .

情形 2. 　 当 k = 2j 时,有

∫L
0
φ2

kφ jdx = 0,　 ∫L
0
φ kφ2

j dx = 1
2L

,　 ∫L
0
φ3

kdx = ∫L
0
φ3

j dx = 0,　 ∫L
0
φ2

kdx = ∫L
0
φ2

j dx = 0,

则

φ2
k

- φ2
k

æ

è

ö

ø

∈ Y2 .

分解

φ2
j

- φ2
j

æ

è

ö

ø

= p5Φk +
u5

v5

æ

è

ö

ø
,

φ kφ j

- φ kφ j

æ

è

ö

ø
= p6Φj +

u6

v6

æ

è

ö

ø
,

其中

u5

v5

æ

è

ö

ø
=

- φ2
j - p5φ k

φ2
j - p5mkφ k

æ

è

ö

ø

∈ Y2, p5 = 1
2L

m∗
k - 1

1 + mkm∗
k

= p4,

u6

v6

æ

è

ö

ø
=

- φ kφ j - p6φ j

φ kφ j - p6m jφ j

æ

è

ö

ø
∈ Y2, p6 = 1

2L
m∗

j - 1
1 + m jm∗

j

= p3 .

整理知

K(d1,s,W) (d1,0,0;ω0)(d1,s,W) = L(■d1)W + ( - d1p1λ kcosω0 + sp5A3 sin2ω0)Φk +

( - d1p2λ jsinω0 + sp6A2sinω0cosω0)Φj - d1λ kcosω0

u1

v1

æ

è

ö

ø
- d1λ jsinω0

u2

v2

æ

è

ö

ø
+

sA3sin2ω0

u5

v5

æ

è

ö

ø
+ sA2sinω0cosω0

u6

v6

æ

è

ö

ø
+ sA1cos2ω0

φ2
k

- φ2
k

æ

è

ö

ø

,

其中

u1

v1

æ

è

ö

ø
,

u2

v2

æ

è

ö

ø
,

u5

v5

æ

è

ö

ø
,

u6

v6

æ

è

ö

ø
,

φ2
k

- φ2
k

æ

è

ö

ø

∈ Y2 .

与情形1类似,如果ω0 满足式(9),那么K(d1,s,W)(■d1,0,0;ω0) 是从ℝ + × ℝ × X2 到 Y的一个同构映射.
证毕.

3　 小 　 　 结

本文在齐次Neumann边界条件下讨论了系统(2) 的Turing不稳定性和稳态分支的存在性. 结果表明,
当 d2λ1 < (b3 - a2c) / b2 且0 < d1 < ■d1 时,系统(2) 在正平衡点处局部渐近稳定;当 d2λ1 < (b3 - a2c) / b2

且 d1 > ■d1 时,系统(2) 在正平衡点处不稳定,可能会产生非常稳态分支.
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